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O{I{PITRE VII : LE FACTEIIR DE LIJDWIG VON BOLTZII{NN

I: SITUATIONS OU EST APPAR,U LE F@

[F Le facteur de Boltzmann eEt un facteur e:çonentiel du tlpe 
"{ 

-"--) 
"u 

=' \kt  r l

est une énergie et kgT le quantum d'énergie thermique. Essayong tout d'abord de

nous souvenir où nous avons rencontré ce facteur dans tre coura de eup.

1-l  :  L 'atmosohère isotherme.

pour une atmosphère ieotherme, un petit cal-cul avait montré que la pression
variait avec 1'altitude eelon la loi exponentj-elle euivante :

un gaz parfai t  en équi l ibrc thenique, la concentrat ion molaire

est directement proport ionneLle à Ia pression. On peut donc aussi!.
v

n(z) ="."qff:.)

P(z) = P" 
"{-Mg"-)

Pour

n(z) =

écrire

À l ,égui l ibre tbcrnigue, Ia concentrat ion en moléculeE de gaz à une
altitude z varie donc avec un facteur exponentiel où intervient Ie rapport
entre I'énergie potentj.elle de gravitation de Ia particule à cette altj.lude et
son éner,gie thermique. C'est I'agitation thermique qui permet à deg particules
de franchir  le gap d'énergie ( Ia barr ière d'énergie) mgz pour se retrouver à
l ,a l t i tude z.  C'est  Ia compét j . t ion entre ces deux énergies'potent ie l le et
thermique qui conditionne Ia concentration n(z) à 1'éguilibre thermigue.

1-Z :  Loi  d 'arrenhius.

Dans notre courE de cinétique chjmigue, on'a \ l que Ia constante de vitesse

vérif iaiÈ souvent une loi du tlPe:

k(r)  =*""*(-#)

Ea ou énergie d'act ivat ion est,  pour un acte éIémentaire, Ie gap d'énergie que
franchissent les réact i fs dans le chemin réact ionnel  qui  les amène aux
prociui ts.

l  -3 :  Résist iv i té d'un semi-conducteur.

Dans un seni-conducteur, Ia conduction est assurée par des électrons et des
trous créés par paires sous I 'ef fet  de I 'agi tat ion thermique. I , 'énergie t lpe de
créat ion d 'une paire (notée E, )  correspond à un gap d'énergie à f ranchir '  gaP

ç;i ne s 'e:çligue gue par la physigue Erantiq:e.



'' On 'montre alorE e)q)érinentalement que la

varie selon une loj- qui fait intervenir un

facteur de Bol tzmann où intervient Ie
physiguement très satisfaisant.

) /

résistivité' d' un' Eerli:conducteur
l r \

facteur du type exp{-+l ce-t  2kBr/
eaut d 'énergie à f ranchir  est

11 existe bien d'autres exemples où intervient ce facteur de Boltzmann (Ioi
d 'évaporat ion,dj .str ibut i -on dee vi tesses d 'un gaz.. .  )  et  cela n 'est  pas fortui t .

Volnns maint mûnt Ia gméralivtion de c e résultat.

2-1-1 : Résultats e:rpérimentaux.

_ .1 ' 'étude expérimentale de spectres opt igues a.
1 'énergie d 'une part icule l iée ( i .e d 'une par l icule
f ini  de I 'espace) est toujours E:ant i f iée. Sl Ie var ie
hauteur des marches d,un escal ier.
-  AinEi,  Ies niveaux d'énergie de translat ion
.un puits de potentiel très profond de 1argeur a

permis de montrer gue
confinée dans un domaine
par saut un peu cotnme la

d'une particule de masse m dans
vérifient :

i 'c  .

C'egt en gros
rayon a où il

Eo = a2Eo où n est un entier naturel nou aul et

ce qui se passe pour un nucléon confiné au sein
faut une énergie considérable pour l,en déloger.

) . .

1:=-
-O . t  '

Ètma

d'un noyau de

: l  !

L'énergie d'un osci l lateur harmonique
vér i f ie:

de fréçrence v eEt

ent ier  naturel .

aussi quantifiée et

("* lEn= )bv où n est un
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Esf ia,  1 'étude eimpt i f iée de I 'atome d'hydrogène donne des niveaux d'énergie
du tlpe : .

El ' n eEt un ent ier naturel  non nul et  Eo = 1316 ev.

2-1-2 :  Conmentaires sur la cruant i f icat ion de 1'énerqie.

- DaDs tous les cas, on obeerve çfue I'énergie de plus bas nonbre quantigue
est toujours supérieure à 1'énergie classj .que la plus basse. Àinsi ,  danE un
puits de potent iel ,  eI Ie vaut Eo en quant ique alors qu'el le esÈ nul le eD
clasaigue (part icule insnobi le a@s1. cette @e
putelrent quantique_eat appelée énergie del>oint zéro. EIIe est généralement
très faibfE-;dæ3€ es! essentielle pour e:ç-ÎÏÇGiTÉ.cohégion de la matière.

-Pour les niveaux d',énergie de tranglation à Ia limite deE grands nombree

E-+1-E- ' )
guantj.ques (n>>1), on a 3 --- - 

z
' ! ;nn

Àux grande nombres quantiques, on conatate donc gue l 'écart relatif entre
niveaux d'énergie devient très faible. L'énergie devient donc presque continue
et on retrouve la mécani-que claseique. Ceci  eet  général isable à tous leg
systèmes quantif iés. La physique classique est Ia physigr:e des grands nombres
quantiques.

Pour la plupart des objets macroscopiques, n eet fantastiguenent grand et
I 'uti l i .gation de Ia mécanique quantigue est un luxe inutitre. Àinsi', une bil le
de 10 g dans un pui ts de lm de large, de vi tesse 1 mm/g et  donc d'énergie

t  9.  -ÂÉcinét ique EC - 5. tO-9.1 a un nombre guant ique de 3.1OzE puisque Eo= 5r55.10-ôo,t t  t .

L'écart relatif entre niveaux d'énergie egt donc tout à fait inappréciable dans
ce caE.

2-1-3 :  Déoénérescenee des niveaux d'énerqie.

Pour un même niveau d'énergie, une particule peut se trouver dans des "étatg'

quantiques différentE. Nous avons \ru en chirnj-e gu'i l  y a 2n2 états pour un

nj .veau d'énergie n de l 'atome d'hydrogène. On a 2 étatg possiblee pour Ia
couche K, 8 pour la couche L ete . .

De manière générale, pour Èout eyetème guantif ié, on appelle dégénérescence
gi  d 'un niveau d'énergie E1 le nombre d'états di f férentg de même énergie Ei .

Pour l 'atome d'hydrogène, on a 9i  = 2L2.

2-2 : Le facteur de Boftzmann.

E Eans interact ion,  eD trèE
avec uà €hérmostat à Ià

E aur le niveau d'énergie E1 de
gi vaut :

("t) = Asr exd-Fr)

Eo
- =ou

E

't

où B=::  et  À une constante de normal isat ion.' xer 
^àlv*à,*l n'/

*40.
.hr
ti

deN
i l ibre



. I ,a populat ion d 'un niveau Ei  d 'énergie
facteur de Boltznrann par la compétit ion
E1 à atteindre.

La constante À se calcule aisânent en
particuleE soit . ' :
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est donc conditionnée au traverE d'un
entre I 'énergie thermique et  1 'énergie

écrivant l-a conEervation du nombre de

i=æ, . i=co
!r = > (" i) = À2 eie:ip(-Fj] d,où :

i=1'  '  i= l

f ,=

OnadoncU=

sieq-Fi)

rÊ) i=iei.C-Fi)
i=1

" 
= 

r!ît<"i) 
ril soir encore : u = 

# liltr""<-Fi)]

a=€r,
t

i  =1

On note généralement z(B) la fonction :

z(p) est appelée fonction de partition du système. Erle ne dépend que deB.

La digribution de Boltzmann s'écit frrulemmt :

2-2-2 :  Enerqie interne d,un svstèrne. r

L'énergie interne d'un système est l 'énergie moyenne d,e ce système soit :

-+--11

rt esr facile de voir *" 
t!-1nr"i"x{-FJ] = _dz

ôp
NAZ

- -_ê?zap- ' l 'énergie interne d'un système vaut finalement :

=_"ffi)
rl est remarquable de eonstater que 1a fonction de partition permet à e1le
seule Ie calcul  de I 'énergie interne et des grandéurs qui en découlent.
Grandeurs qui intéreEsent au premier chef 1eE physiciens du solide : chaleur
spécifiçte ,pression , énergie U-bre etc ... Cette fonction contient d,onc toute
l'information statistique sur le système.

l

.2-2-3 . . : .  Exercice d 'appl icat ion.  Svstème à deux niveaux.

On étudie un système à deux niveaux d'énergie non dégénérés E1 et E2 .  On
appel le & = E2 - Er 1'écart  entre les deux niveaux d,énergie.

Le raPPort a = pÀn entre ÂE et le quantum d'énergie thermique est la quantité
adj:nenEionnée gui seule a une signi f icat ion physigue dans ie problème. C'est
en effet  1e rapport  entre le saut d 'énergie à franchir  par unà part icule sur
I'énergie thermique gui lui permet ce saut.
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PoPulation des niveaux 1 et 2 à I 'éqril ibre thermodynamique est don:tée p3;.
etatistigue de Bortznarul. En faigant apparaître pÂEr ir vient :

<N1>

N

e:tP (-Fr)
exp(-@1) + e:ç(-Fz) I  + e:ç(-p^E)

<N2> e:rp ( -ÊEz ) e:rp ( -BÂE)=-
,  1 * exp(-p^E)N oç(- .@1) + e:ç(-Fz)

À baesc tenpérature i .e quand pAE t ,  1S. ç 1 et  ' " "  .p o .rN 
N 

.  v.

L'énergie thermique est insuffieante pour dépeupler le niveau fondamental E1.

À haute tenpérature i .e quand p^E .. 1, 
Y.a + rendent ,r"r" | .  Les

deux niveaux sont également peuplés. Il y a saturation.

A
ÂEl

?
La
1a

On a donc I 'a l lure euivante

fonction de la température :

pour les courbes de variation de 
* "a

<N2>

Nen

or5

III: REPARTITION CONTTNIJE DES NIVEATIX DTENERIGIE

3- l :  L imite c lassioue.

si la température est suffisamrnent élevée, on comprend bien d'après ce qui
précède gue de très nombreux niveaux d'énergie vont être peuplés. on atteint
alors les grands nombres quant iques où l 'énergie var ie àe-manière preEgue
cont inue. On di t  qu'on est  à la l i r i te c laseique.

Si on appeJ-le E1 et E2 les deux premiers niveaux d'énergie d,es particules, on
aura t lp iquement Ia l jmite classique E:and ksT >> (Ez-Er).  Dans ce cas, l ,état
de la part icule est  représenté c lassiquenent par sa posi t ion (x,y,z)  dans
1'espace, sta v i tegse (vxrvyrvz) et  éventuel lement Ia direct ion'  0 -et  

Q d, ,un
{

moment dipolaire p. L 'énergie est à pr ior i  une fonct ion de ces huit  var iables.
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Soit une population de N particules vérifiant 1'ensemble des hlpothèses du
ff et se trouvant à la limite classique. Le nombre élémentaire dN de particules
ayant la posi t ion.(x,y,z)  à (dxrdy,dz) près,  la v i tesse (vxrvyrvz) à
(dvxrdvy'dvz) près et dont le moment dipotaire pointe dans l'angle sotiae Q à
dQprès vaut alors :

ên

de

où
du

en

dN = Àe:<p(-F (x,y, 2,v,,v",v", 0,0) dxdydzdv;dvrdvCO

df,) = sirr0d0dQ et A une constante
nombre de parti-cules.
Par exemple, pour une particule
O, centre du repère, on aura 3

" 
= 

{" 
" 
[:' [:" r I: I: 1," I:" 

eæ(-Ês]dxavdzdvgv'^dv"sin0dgd*

f," 
""f"of 

de I'intégrale multipJ.e, qui permet de
bien entendu de I 'expression de I 'énergj-e
d' intégrat ion. I I  n 'est pas si :nple en général  .

3-3 : Exemoles.

- ÀtmoEphère isotherme :

Le nombre de part icules à I 'a l t i tude
vaut, puisque E = mgz :

d,N = Bexp(-Êngz)dz Â

- Distribution de Maxwell-Bolt^rann :

Le nombre de part icules de vi tesse (Vx,Vy,Vz)

d'altitude guelconque vaut, puisEre t = hu' :

qu'on calculera

dans une boîte

écrivant la conservation

c,ôLê 2a,2b et 2c centrée

trouver la valeur de À, dépend
en fonct ion des var iables

zàdz près

Jh
î\ rru

I
!+b

r  / '

et de vj.tesse quelconque

I,-
f - - '

/f-v t

(dVlrdvi ,dvz) près et

r-

d,N = cexp,-hut )dvxdvydvz



On peut également combiner
de part icules à l ,al t i tude z à
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probabilitée. par exemple, 1e ncsnbre
de vi tesse (VsrVyrV2) à (dvx,dvy,dvz)

Ieg lo is de
dz près et

près vaut, puisque tr = 5v2+ ,q,

dNRr= Dexp ( -ts"- ) e:æ ( -Êngz ) dzdV*dv"dV"

B' c et D eont deg conetantee de normalisation qu,on obtient en écrivant Iaconaervation du nombre total de_ partS-culee qui se fait par intégration de dNsur tous les états possibles de l i  part icule. '

on coneidère un nilieu dilué comprenant n dipôles électrigp"r rermanenrE par
unité de volume. on appligue un champ extérieur constant i = gz où z est un
vecteur unitaire dirigé Eeron l'axe oz. L'énergie d,,interaction entre re champ
et Ie dipôle vaut U = - ; . ;  (voir  cours d,éIectrostat ique).

' on a donc iei u = -PEcosO E:i ne dépend gue de 0 et eEt naturellement
minimale quand' i et Ë 

"orra 
parallèles. LeE dipôles tend,ent donc à s ,arigner

eelon le champ éIectrostatique.
on Ee propoEe de calculer la valeur moyenne du moment dipolaire i 

"r,présence du champ' LeE composantes moyennes de p2ç et p" sont nurres car rien ne
tend à arigner les dipôreg eeron ceE axeE et I'agitatiân thermique res répartitdonc en moyenne de manière_équiprobable dane les-d"ux 

""r" 
po"r1bles.r1 noug faut donc calculei ui:iqnem"nt .;rt-ôi eEt seron-l;;;" d,anisotropie

du systèrne :  l ,axe Oz.
D'après la statistique de Boltznann, le nombre dN de dipôres pointant dansla direction 0 vaut :

dN = À exp{ppecoeg}sin0d€ où

À s'obtient cornne de coutume en écri.vant

Ovarie entre O etz.

Ia conse:irratj.on du nombre de dipôIes.

, = 
fo" "d-Bpecos8] sinodo
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On a donc :

(1) eçflppncos0l Ein0d0

f o" "*rrcoso] 
sinodo

Introduisons la quant i té physique EanE dimension a = FpE. ElIe représente
tlpiquenrent le rapport .enÈr.e.l. 'énergie d'interaction et Ie quantum d_'énergie
tiré::niEre. Faisons Ie changement de variable x = coE0 soit dx = -singd0.

(1) se réécri t  :

dN_

N

dN_
N

e:rp{ax) on posera pour ra suite : f (a) = f 
*l"rç{.*)a*

J_L

"/'*1"tæ(t*)a*

De manière évidente :  f (a)  =

De plus,  f '1a;  =

on a donc : <x> eoit encore

I 
.,' 2sha

a

<Pz>

P

.Prt 
=

p

(2' , )

eoi t  :  f ' (a)
* 

("*, ax))dx
n+L

= 
I xe:rp(ax)dx

"- l

f ' (a)  d lnf=-
f(a) da

(D-)

Finalement,  d 'après (2) t  
Ë 

= 91ay oi  91a7 = cotha

9( al  est  appelée fonct ion de Langevin.  El le tend vers O

températureE (a très petit) et verg 1 aux basses températures.
Àux hautes températures, Ia forte agitation thermique I'emporte Eur
d'alignement des dipôIes par le champ et Ie moment dipolaire moyen
alors qu'aux basses températures I'ensemble des dipôleE s'al,igne sur le

Basses temoératures
/

r

1
a
aux hauteE

1'ef fet
est nul
champ.



Chaque terme quadratique est

4-2 : Eremoles.

L'énergie c inét ique
correspondant à chacune des
de liberté de translation.

-  L 'énergie d'éIast ic i té d'un ressort  est quadrat ique, el le vaut 
"n 

= 
t  

kx2

où x = L-Lo est l 'allongement du ressort.

Lo

I
I
I

4-3 : Théorème d'équioartition ,ie l'énerqie.

4-3-1 :  Enoneé.

64

Quand a r I (Cbarnp faible ou température élevée), un développement li 'nité Ce Ia

92
foaction de Langevin donne 9(at = a et donc ; <Pz) = eocrE où o - 3;;EF-,3

C'est 1 'approxirnat ion l inéaire où I 'ef fet  (<pz>) est proport ionnel à La cause

(E).  On appel le polar isabi l i té,  la constante adéf inie plus haut.  El le décroi t ,
cosrme cela est naturel, avec la température.

4-1 : Les hvoothèses du tlÉorème.

Le théorème d'équipart i t ion s 'appl ique à des systèmes à la l iu i te
claasiguc guand 1'énàrgie E qui varie continûment en fônction aelâ?amètrei
qreiessesrposit ion,angle etc. . . )  peut s 'écr ire EouE une forme quadrat ique de

ceux-ci eoit :

E=
1{

r  ÏEr.
f-t

appelé degré de lj-berté de Ia particule.

i, tt ".*l

est une eomne 'de trois teimes quadrat iguea
composantes de vitesse. II s'agit deg trois degrés



'  À Ia lirnite classigue,

I'énergie moyenne noo, $ :n.*" 

terme quadrat5.que dans

où

I,a

qi "d 'avoir"  son paramètre gi égal à

(")= {#)
conrne r(B) = 

/_:"*t-Fr] aq, = 
\Æ, ir vienr 

ff -;f
Finalement, on trouve Ie résultat attendu s (81) r 

,1._ +
Ceg ce rcnlnt trcs importûnt qui aanous pelmettrc maintmattt desimer les clntans nassiqtæs dtm cory.

4-3-2, : Démonstration.

Calculons pour
de Boltznann, Ie

À s'obt ient par normaLisation eoit :

|=

/-1""+-*,1 o*
r(F) = 

Ll"q-*,J dq,
probabilité éIémentaire pour une particule
à dqi près est donc égale à :

dp - 
dN = ":æ[:Fr] 

aqt

.f"*d-*,1ds,

on en déduir e) = 
/ ", 

a" =

cela le terme d'énergie
nombre dN de particules

moyenne <81>. D'après la EtatistiE:e
de paramètre q1 i dqi près vaut :

dN = A.rç(-Fr) aq,

6s

1! énergi.e.. compte', dans

I:", ed-Frl on,

I].*t-*,J dq,
En utilisant la même astuce gue pour res dipôles, on a elairenent s


