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CHAPITRE VII : LE FACTEUR DE LUDWIG VON BOLTZMANN

I : STTUATIONS OU EST APPARU LE FACTEUR DE BOLTZMANN

E}§b Le facteur de Boltzmann est un facteur exponentiel du type exp{'f“}cﬁ E
KSA

est une énergie et kgT le quantum d'énergie thermique. Essayons tout d'abord de
nous souvenir oll nous avons rencontré ce facteur dans le cours de sup.

1-1_: L'atmosphére isotherme.

Pour une atmosphére isotherme, un petit calcul avait montré que la pression

variait avec l'altitude selon la loi exponentielle suivante :

P(z) = P, exp(-ﬁﬁ)
RT

Pour un gaz parfait en équilibre thermique, la concentration molaire

-n(z) = %“est directement proportionnelle & la pression. On peut donc aussi

écrire :

n(z) = n, exp{ Mgz)
RT |

A l'équilibre thermique, la concentration en molécules de gaz a une
altitude z varie donc avec un facteur exponentiel ol intervient le rapport
entre l'énergie potentielle de gravitation de la particule a cette altitude et
son énergie thermique. C'est l'agitation thermique qui permet & des particules
de franchir le gap d'énergie (la barriére d'énergie) mgz pour se retrouver a
l'altitude z. C'est la compétition entre ces deux énergies,potentielle et
thermique qui conditionne la concentration n(z) a l'équilibre thermique.

1-2 : Loi d'arrenhius.

Dans notre cours de cinétique chimique, on -a vu que la constante de vitesse
vérifiait souvent une loi du type:

k(T) = ko e)rp(- Ee )

Ea ou énergie d'activation est, pour un acte élémentaire, le gap d'énergie que
franchissent les réactifs dans le chemin réactionnel qui les améne aux

produits.

1-3 : Résistivité d'un semi-conducteur.

Dans un semi-conducteur, la conduction est assurée par des électrons et des

qui ne s'explique que par la physique quantique.
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On montre alors expérimentalement que la résistivité d'un’ semi=-conducteur

: E

varie selon une loi qui fait intervenir un facteur du type exPLékGT Ce
B

facteur de Boltzmann ol intervient le saut d'énergie a franchir est

physiquement trés satisfaisant.

Il existe bien d'autres exemples ol intervient ce facteur de Boltzmann (lodi
d'évaporation,distribution des vitesses d'un gaz...) et cela n'est pas fortuit.

Voyons maintenant la généralisation de ce résultat.

II : Le facteur de Bo]tzrrmmdansmue_ré:@' discréte des niveaux dénergie.

2-1_: Notion sur la guantification de ['énergie.

2-1-1 : Résultats expérimentaux.

L'étude expérimentale de spectres optiques a permis de montrer que
l'énergie d'une particule liée (i.e d'une particule confinée dans un domaine
fini de l'espace) est toujours quantifiée. Elle varie par saut un peu comme la

hauteur des marches d'un escalier.
- Ainsi, les niveaux d'énergie de translation d'une particule de masse m dans

un puits de potentiel trés profond de largeur a vérifient :

2 S :
= n E; ou n est un entier naturel non nul et E, = > -
8ma

e E,

C'est en gros ce qui se passe pour un nucléon confiné au sein d'un noyau de
rayon a ol il faut une énergie considérable pour l'en déloger.

, ' ar g

L'énergie d'un oscillateur harmonique de fréquence vest aussi guantifiée et
vérifie:

E, = (n'+ %-)hvoﬁ n est un entier naturel.

n
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Enfin, 1l'étude simplifiée de l'atome d'hydrogéne donne des niveaux d'énergie
du type 2
EO
E, = - — ol n est un entier naturel non nul et E, = 13,6 eV.
n

2-1-2 : Commentaires sur la quantification de l'énergie.

- Dans tous les cas, on observe que l'énergie de plus bas nombre quantigue
est toujours supérieure a l'énergie classique la plus basse. Ainsi, dans un
puits de potentiel, elle vaut E, en quantique alors qu'elle est nulle en
classique (particule immobile au fond du puits). Cette énergie d'origine
purement gquantique est appelée énergie de point zéro. Elle est généralement
trés faible mais est est essentielle pour expliquer la cohésion de la matiére.

-Pour les niveaux d'énergie de translation a la limite des grands nombres

ot B LR

En n

Aux grands nombres quantiques, on constate donc que l'écart relatif entre
niveaux d'énergie devient trés faible. L'énergie devient donc presque continue
et on retrouve la mécanique classique. Ceci est généralisable & tous les
systémes quantifiés. La physique classique est la physique des grands nombres
quantiques.

Pour la plupart des objets macroscopiques, n est fantastiquement grand et
l'utilisation de la mécanigque quantique est un luxe inutile. Ainsi; une bille

de 10 g dans un puits de 1lm de large, de vitesse 1 mm/s et donc d'énergie
-66

g -9 3 8 ;
cinétique Eq = 5.10 "J a un nombre quantique de 3.102 puisque E = 5,55.10 Jil.

quantiques (n>>1), on a :

L'écart relatif entre niveaux d'énergie est donc tout & fait inappréciable dans
ce cas.

2-1-3 : Dégénérescence des niveaux d'énergie. i

Pour un méme niveau d'énergie, une particule peut se trouver dans des "états"
quantiques différents. Nous avons wvu en chimie qu'il y a 2n états pour un

niveau d'énergie n de l'atome d'hydrogéne. On a 2 états possibles pour la

couche K, 8 pour la couche L etc ..
De maniére générale, pour tout systéme quantifié, on appelle dégénérescence

gj d'un niveau d'énergie E; le nombre d'états différents de méme énergie E;.

Pour l'atome d'hydrogéne, on a gj = 2i2.f

2-2 : Le facteur de Boltzmann.

P a 2=2=-1 : BEvypothéses et énoncéj

&2’
?:) Pour un ensemble de N particules sans interaction, en trés grand nombre,
lescernables et en équilibre thermique avec un thermostat a la température T,
“le nombre moyen <N;> de particules sur le niveau d'énergie E; de dégénérescence

gj vaut :

jh

) = Ags exp(-pE, )

. Mﬁgﬂ“iw»‘ g

S 1
oi B=—cet A une constaqﬁg de normalisation.

Bt
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La population d'un niveau E; d'énergie est donc conditionnée au travers d'un

facteur de Boltzmann par la compétition entre l'énergie thermique et 1l'énergie
E; a atteindre.

La constante A se calcule aisément en écrivant la conservation du nombre de
particules soit s

N = i§w<Ni> = Aigmgiexp(-ﬁ'zi) d'ol :
i=1 i=1

N

'S gsexp|-6E )
i=1

{

i=c0
On note généralement Z(f) la fonction :||z(B) = 3! giexq—ﬁEﬂ
i=1

Z(B) est appelée fonction de partition du systéme. Elle ne dépend que de .

La distribution de Boltzmanmn s'écrit finalement :

<Nj>  gjexp(-PEj)
¥ z(B)

O . §

2-2-2 : Energie interne d'un systéme.

L'énergie interne d'un systéme est l'énergie moyenne de ce systéme soit :

i:m 2 N i=oo
U= 3 [Nj) Ej| soit encore : U= —— ¥ [giEie —ﬁE-]
Zd TR Rt |
i=c
Il est facile de voir que 'y [giEiexp(—ﬁEi)] = 9%
i=1 B
B B
On a donc U = -%-gg-et l'énergie interne d'un systéme vaut finalement :

~

- A5

Il est remarquable de constater que la fonction de partition permet & elle
seule le calcul de l'énergie interne et des grandeurs qui en découlent.
Grandeurs qui intéressent au premier chef les physiciens du solide : chaleur
spécifique ,pression , énergie libre etc ... Cette fonction contient donc toute
l'information statistique sur le systéme.

s
-

2=2-3 .: Exercice d'application. Systéme i deux niveaux.

On étudie un systéme a deux niveaux d'énergie non dégénérés E; et E; . On
appelle AE = E, - E; l'écart entre les deux niveaux d'énergie.

Le rapport a = BAE entre AE et le gquantum d'énergie thermique est la quantité
adimensionnée qui seule a une signification physique dans 1le probléme. C'est
en effet le rapport entre le saut d'énergie & franchir par une particule sur

l'énergie thermique qui lui permet ce saut.
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La population des niveaux 1 et 2 & l'équilibre thermodynamique est donnée par
la statistique de Boltzmann. En faisant apparaitre BAE, il vient

<N exp (~fE; ) : 1
N exp(-fE;) + exp(-fE,) 1 + exp(-BAE)
<N,> 5 exp (-fE,) . exp (-BAE)
N exp(-fE;) + exp(-fE;) , 1 + exp(-PAE)
1 <N,>
A basse température i.e quand BAE >> I; " = 1l et W0
L'énergie thermique est insuffisante pour dépeupler le niveau fondamental Ep.
<N1> <N2> 5
A haute température i.e quand BAE << I, ~ et N tendent vers 3 Les
deux niveaux sont également peuplés. Il y a saturation.
- <N1> <N2>
On a donc l'allure suivante pour les courbes de variation de N et N en

fonction de la températiure :

% Population des deux niveaux :

O,SL ,’/

II1: REPARTITION CONTINUE DES NIVEAUX D)ENERGIE

3-1 : Limite classique.

Si la température est suffisamment élevée, on comprend bien d'aprés ce qui
précéde que de trés nombreux niveaux d'énergie vont &tre peuplés. On atteint
alors les grands nombres quantiques ol l'énergie varie de maniére presque
continue. On dit qu'on est a la limite classique.

Si on appelle E; et E, les deux premiers niveaux d'énergie des particules, on

aura typiquement la limite classique quand kgT >> (E,-E;). Dans ce cas, l'état

de la particule est représenté classiquement par sa position (x,y,z) dans
l'espace, sa vitesse (vx,vy,vz) et éventuellement la direction 6 et ¢ d'un

=
moment dipolaire P. L'énergie est & priori une fonction de ces huit variables.
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3-2 : Statistique de Boltzmann.

Soit une population de N particules vérifiant 1'ensemble des hypothéses du
II et se trouvant & la limite classique. Le nombre élémentaire dN de particules
ayant la position (x,y,2) & (dx,dy,dz) prés, la vitesse (Vx,Vy,Vz) a

~

(de,dVy,de) prés et dont le moment dipolaire pointe dans l'angle solide Q &

dQprés vaut alors :

dN = Aexp(—ﬁE(x,y,z,Vx,Vy,V,,G,:p) dxdydzdv,dv.dv.d4dQ |

ol dQ = sinfBdbd¢ et A une constante qu'on calculera en écrivant la conservation

du nombre de particules. :
Par exemple, pour une particule dans une boite de cété 2a,2b et 2¢c centrée

en O, centre du repére, on aura :

+a +b +c +x + +o n 2%
N =Aa f f . f f f f f f g exp(-ﬁE)dxdydzdvxdvydvzsinededqa
-a =b Y -c - - —0 0 0

K&

Le calcul de l'intégrale multiple, qui permet de trouver la valeur de A, dépend
bien entendu de 1l'expression de l'énergie en fonction des variables

d'intégration. Il n'est pas simple en général.

3-3 : Exemples.
= Atmosphére isotherme :

Le nombre de particules & l'altitude 2z a dz prés et de vitesse gquelconque
vaut, puisque E = mgz

i .
. G 7oy s
dN = Bexp(-fmgz)dz A - f\j /, / ity
G e /""@ e

— Distribution de Maxwell-Boltzmann :

Le nombre de particules de vitesse (Vx/Vy,V3z) a (dvx,dvy,dvz) prés et

d'altitude quelconque vaut, puisque E = %mvz

2
dN = Cexp(-—%mv )dVXdVdez
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eut également combiner les lois de probabilités. Par exemple, le nombr
cules a2 l'altitude z a dz prés et de vitesse (vx,vy,vz) a (dvx,dvy,dvz)

: o : - iliietp
pPres vaut, puisque E = EmV =Mz 2

aN = Dexp(—%mvz)exp(-&ngz)dzdvxdvydvz

B, C et D sont des constantes de normalisation qu'on obtient en écrivant la
conservation du nombre total de particules qui se fait par intégration de dN
sur tous les états possibles de la particule.

3-4 : Exercice d'application : Polarisation d'un milieu diélectrigue.

On considére un milieu dilué comprenant n dipdles électriques permanents par
b d -~ ”~

unité de volume. On applique un champ extérieur constant E = Ez ol z est un
vecteur unitaire dirigé selon 1l'axe Oz. L'énergie d'interaction entre le champ
- -y

et le dipéle vaut U = -p.E (Voir cours d'électrostatique).

%z

On a donc ici U = -pEcosf qui ne dépend que de Bet est naturellement
- -
minimale quand p et E sont paralléles. Les dipdles tendent donc & s'aligner

selon le champ électrostatique.
e
On se propose de calculer la valeur moyenne du moment dipolaire p en
présence du champ. Les composantes moyennes de Py et Py sont nulles car rien ne

tend & aligner les dipdles selon ces axes et l'agitation thermique les répartit
donc en moyenne de maniére équiprobable dans les deux sens possibles.
Il nous faut donc calculer uniquement <pz> qui est selon l'axe d'anisotropie

du systéme : l'axe Oz.
D'aprés la statistique de Boltzmann, le nombre dN de dipdles pointant dans
la direction 6 vaut :
dN = A exp{PpEcos6}sinfd® ol Bvarie entre O etwr,

A s'obtient comme de coutume en écrivant la conservation du nombre de dipéles.

N = fnexp{—BpECQSB] sin6db
0
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Oncacdonc
dN _ exp@pEcosB]sinGdB

(1) =
n

f exp[BpEcosf] sin6db
0

Introduisons la quantité physique sans dimension a = PpE. Elle représente
typiquement le rapport entre .l'énergie d'interaction et le quantum d'énergie
= -ginf db.

thermique. Faisons le changement de variable x = cosf soit dx

(1) se réécrit :

: f Y i

oL exp(ax) On posera pour la suite : f(a)
f explaxkix
= -1
De maniére évidente : f(a) = Z8ba (2)
a
il :
3 ]
De plus, f'(a) = 3—(exp(ax)Hx goit s f£'(a) =./f xexp(ax)dx
a
-1
-1
<p > <P > [ >
On a donc : Z_ = <x> soit encore lggenn i BN BLps
f(a) da
<p > 1
Finalement, d'aprés (2) = Z(a) ot Z(a) = cotha - .
Elle tend vers O aux hautes

Z(a) est appelée fonction de Langevin.
températures (a trés petit) et vers 1 aux basses températures.
Aux hautes températures, la forte agitation thermique l'emporte sur l'effet
d'alignement des dipéles par le champ et le moment dipolaire moyen est nul
alors qu'aux basses températures 1l'ensemble des dipdles s'aligne sur le champ.

A Basses températures

(»)
: 4

Hautes températures
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Quand a « 1 (Champ faible ou température élevée), un développement limité
2

e
T g,aE o0l a = 3;:;;;.

~

. o a
fonction de Langevin donne £(a) = 3 et donc : <pg>

0
s

~

C'est l'approximation linéaire oll l'effet (<p,>) est proportionnel a la cause
(E). On appelle polarisabilité, la constante a définie plus haut. Elle décroit,
comme cela est naturel, avec la température.

IV : THEOREME D'EQUIPARTITION DE L'ENERGIE

4-1 : Les hypothéses du théoréme.

Le théoréme d'équipartition s'applique 2 des systémes a la limite

classique quand l'énergie E qui varie continGment en fonction de parametres
gj (vitesses,position,angle etc...) peut s'écrire sous une forme quadratique de

ceux-ci soit

=gy 1 2 1=y
E = e ai‘-‘h] - E;.
Llreel- I
Chaque terme quadratique est appelé degré de liberté de la particule.

4-2 : Exemples.

- L' energie cinétique est une somme de trois termes quadratiques
correspondant & chacune des composantes de vitesse. Il s'agit des trois degres

de liberté de translation.
2

- L'énergie d'élasticité d'un ressort est quadratique, elle vaut Ep = % kx

ol x = L-L, est 1'allongement du ressort.

4-3 : Théoréme d'équipartition = l|'énergie.

4-3-1 : Enoncé.
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A la limite classique,
: kgT
1'énergie moyenne pour - -

chaque terme quadratique dans l'énergie compte. dans

4—3—2_ : Démonstration.

Calculons pour cela le terme d'éner

gie moyenne <Ej>. D'aprés la statistique
de Boltzmann,

le nombre dN de particules de paramétre qj a dgj prés vaut :

dN = Aexp-fE; ) dq;

A s'obtient par normalisation soit

i N N

[ Cexefpri]aq,  £P)

ol £(B) = fmexp[-ﬁEi] dg;

La probabilité élémentaire pour une particule "d'avoir"
gi a dqgj prés est donc égale a :

gp = 9¥ _ _ exp[-pE; ] dq;

[ en-pm. ] aa,
f;Ei exp[—&'i] dq;

On en déduit (Ei>=fEi dpP = —
f expl-fE; | dq;

En utilisant la méme astuce que pour les dipdles, on a clairement :

&) = _(dlnf)

son paramétre g égal a

a8
23 2% : ; dinf s_1
Comme f(ﬁ) iy ./:, ex‘p{—ﬁEi] dq:l = E, il vient dﬂ =E,
Finale_ment, on trouve le résultat attendu : <Ej> = EF = 2—

Cest ce résultat trés important qui vanous permetire maintenant destimer les chalewrs massiques d'un corps.



